TEORIA DE LA MEDIDA

Teorema de Radon-Nikodym

Introduccion

Uno de los resultados méas importantes de Lebesgue es el que se refiere a la segunda parte del
titulo de su libro. Recordemos que el libro de Lebesgue de 1904 tiene como titulo Leg¢ons sur
[intégration et la recherche des fonctions primitives. Con respecto al tema de la bisqueda
de funciones primitivas, es decir, dada una funcién f, determinar, si existe, una funcién cuya
derivada sea f, las investigaciones alrededor de este problema culminaron con un articulo de
Otto Nikodym, publicado en 1930 con el titulo Sur une généralisation des intégrales de M.
J. Radon, en el cual demostré el ahora llamado teorema de Radon-Nikodym, resultado que
permitié definir de manera general un concepto de importancia central en la teoria de los
procesos estocdsticos, el de Esperanza Condicional.

El tema de la bisqueda de funciones primitivas lo abordé Lebesgue con el estudio de las
integrales indefinidas:

Si f : [a,b] — R es una funcién medible e integrable, la funcién F' : [a,b] — R definida
mediante la relacién F (z) = fax f(y)dy + K, donde K es una constante, era llamada por
Lebesgue una integral indefinida de f.

Lebesgue demostré que las integrales indefinidas tienen las siguientes tres propiedades:

1. Son funciones continuas.

2. Son de variacién acotada.

3. Tienen como derivada a la funcién de la cual es una integral indefinida, excepto a
lo mds en los puntos de un conjunto de medida cero.

El estudio que hizo Lebesgue sobre este tema en su libro fue incompleto, se dieron mas tarde
resultados de otros autores que fueron completando el cuadro. Sin embargo, al final del libro
Lebesgue introdujo una propiedad que serfa clave para tratar el problema de la relacion
entre la integral y la derivada; propiedad que, ademds, llevaria a uno de los resultados més
importantes de su teorfa de integracién.
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Después de una serie de razonamientos, conclufa Lebesgue:

“Queda asi demostrado que toda funcién de variacién acotada f (x) tiene una derivada
finita excepto para los valores de = de un conjunto de medida cero [resultado importante en
sf mismo]. El razonamiento de la pagina 122, tal como acaba de ser completado, muestra
también que esta derivada es integrable en el conjunto de puntos donde es finita, pero su
funcién primitiva no necesariamente es f (), como lo muestra el ejemplo de la funcién & ()
de la pagina 55. El teorema que acaba de ser demostrado es por consiguiente diferente del que
concierne a la derivacién de las integrales indefinidas; en otros términos, existen funciones
continuas de variacién acotada, £ (x) por ejemplo, que no son integrales indefinidas.”

El ejemplo al que se referia Lebesgue es el siguiente:

Sea C' el conjunto de Cantor, entonces cada = € C' se puede expresar como una serie:
=444y

donde ay, € {0,2} para cualquier k € N.

Para cada r = % + 3 + 53 + -+ € (', definamos:
E(@)=3(%+%+8+--)

El % es para que cada 2 en el numerador se transforme en 1. De esta forma & es una funcién
suprayectiva.

Ademas, £ es no decreciente ya que si z,y € C y x < vy, entonces, si, en los desarrollos en
) ) ) ) 9
base 3 de = el m-simo es el primero que es distinto, ese término tiene que ser 0 para x
) b
y 2 para y; asf que, si a,as, ..., a;,_1 son los primeros m — 1términos de los desarrollos de
Ty ¥y, se tiene:

Sy =g (F+@ o+ + 5T Tl it

[}

€)= 3 (5 g+ 3) 4+




Asi que:
EW) >3 (4 +B+8++53) + 30 2E(2)

De manera que las discontinuidades de £ tnicamente pueden ser de saltos; pero al ser &
suprayectiva como funcién de C, con valores en el intervalo [0, 1], no puede tener saltos. Por
lo tanto, £ es continua.

A continuacién se presentan algunos puntos de la gréfica de &.
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Para definir ¢ en todo el intervalo [0, 1], falta definirla en los intervalos abiertos que se
suprimen del intervalo [0, 1] para formar C.
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Los desarrollos en base 3 de los extremos de un intervalo que se suprime en el n-simo paso
coinciden hasta el término n — 1, y el término siguiente del extremo izquierdo del intervalo
es cero, mientras que el del extremo derecho es 2. Asf que, si (¢, d) es uno de los intervalos
que se suprimen en el paso n, se tiene:

c=0.aq1as--a, 10222 .-

d= O.a1a2 cee an,12000 s

_1
E@=3(F+g+ 5N TRk = (B ) - AT

N

_l(a_l az 4 ., “nfl) 1
2 2+22+ +2"—1 +2”

E@ =33+t ) = ()
Por lo tanto, & (¢) = £ (d).

Definamos & (z) = £ (¢) para cualquier = € (c,d).

¢ es entonces una funcién continua y no decreciente, definida sobre el intervalo [0, 1] y con
valores en el mismo intervalo.
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Sean (c1,dy), (co,ds), ... los intervalos que se suprimen para formar el conjunto de Cantor,
entonces:

[0,1] = CU (U2 (e, di))

Supongamos que & es una integral indefinida de una funcién medible e integrable f : [0, 1] —
R, entonces existe una constante K € R tal que:

E(x)= [ fly)dy+ K

para cualquier z € [0, 1].

¢ es derivable y su derivada es cero en cualquier punto del conjunto D = [J;~; (cx, di), €l
cual tiene medida de Lebesgue 1.

Por otra parte, al ser £ una integral indefinida de f, su derivada es f, excepto a lo méas en

los puntos de un conjunto de medida cero.

Sean:
A={z€(0,1):& (z) existey &' (z) # f (2)}
B={xe(0,1):¢&(x) no existe o (¢ (z) existey &' (z) = f(x))}

A tiene entonces medida de Lebesgue cero y B, que es el complemento de A en el intervalo
(0,1), tiene medida de Lebesgue 1.

Por lo tanto, BN D tiene medida de Lebesgue 1. Ademds:
BNnD={zeD: &)= f(v)}
Asi que f (x) = 0 para cualquier x € BN D.
Por lo tanto f = 0 excepto a lo mds en un conjunto de medida de Lebesgue cero.
Se tiene entonces:
Js [ (y) dy = 0 para cualquier z € [0, 1]
¢ tendria entonces que ser constante, pero no lo es, lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto, £ no es una integral indefinida.
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Al final de su libro, Lebesgue agregé una nota después de que afirma que existen fun-
ciones continuas de variacién acotada que no son integrales indefinidas. Lo que afirma, sin
demostracion, en esa nota es de una importancia central para el desarrollo de un tema que
conducirfa al teorema de Radon-Nikodym.

La nota de Lebesgue dice:

“Para que una funcién sea integral indefinida, se requiere ademds que su variacién total en
una infinidad numerable de intervalos de longitud total ¢, tienda hacia cero con £.”

En otras palabras, para que F' : [a,b] — R sea una integral indefinida se requiere que, si
(ay,b1), (az,bs), (as, b3),... son intervalos contenidos en [a, b], ajenos por parejas, entonces:

M b, —a) 0 2y | F (br) — F (ax)| =0

Es decir, dada ¢ > 0, existe 0 > 0 tal que Y ;- |F' (bx) — F (ax)| < € para cualquier sucesién
de intervalos ajenos por parejas ((ax, b)),y contenidos en [a, b] y tales que Y7, (b — a) <

J.
Esta propiedad es equivalente a la siguiente:

Dada ¢ > 0, existe § > 0 tal que Y ,_, |F (bx) — F (ax)| < ¢ para cualquier coleccién finita
de intervalos (aq, by1), (az,bs), ..., (an,by), contenidos en [a, b], ajenos por parejas y tales que

ZZ:I (bk — ak) < 0.

En efecto, supongamos que se tiene la primera propiedad y, dada ¢ > 0, tomemos § €
(0,b—a) tal que Y oo, |F (bx) — F (ax)| < € para cualquier sucesién de intervalos ajenos
([ak, br])yen contenidos en [a,b] y tales que .7, (by — ax) < 0. Entonces, dada cualquier
coleccion finita de intervalos (a1, b1), (ag,bs), ..., (au,by,), contenidos en |a,b], ajenos por
parejas y tales que Y, _, (by — ay) < 0, podemos agregar a esa familia una coleccién infini-
ta numerables de intervalos (a,y1,bn+1), (@ni2,bpyi2), ..., contenidos en [a,b|, ajenos por
parejas, sin puntos en comin con los primeros n intervalos y tales que > ;- i1 (b —ar) <
6 —> 0, (b — ag); asi que Y oo (by — ay) < 0 y entonces:

2 [ (0k) = F(an)| < 3020 [F (be) — F(ax)| <&

Inversamente, supongamos que se tiene la segunda propiedad y, dada € > 0, tomemos ¢ > 0
tal que Yy, |F (by) — F (ax)| < 3¢ para cualquier coleccién finita de intervalos (ay,by),
(ag, ba), ..., (an,by,), contenidos en [a, b], ajenos por parejas y tales que Y, _, (by — a) < 0.

Consideremos una sucesién de intervalos ajenos por parejas ((ax, by)),cy contenidos en [a, b] y
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tales que Y -, (by — ai) < 0; entonces, para cualquier n € N, los intervalos (a1, b1), (a2, b2),
., (an,by,) estan contenidos en [a, b], son ajenos por parejas 'y » ., (by — a;) < d; por lo
tanto, > _p_, |F (bx) — F (ax)| < 3&. Asf que:

>t [F (Br) = F'(ar)] = Mmoo 375 |F' (b)) — F (ax)] < 56 <€

La segunda propiedad es la definicién moderna de una funcién absolutamente continua. Asi
que, lo que afirmé Lebesgue es que, para que una funcién de variacién acotada sea una integral
indefinida se requiere que sea absolutamente continua. Agregd, en la misma nota, también
sin demostracién, que esta condicién no Uinicamente es necesaria para que una funcién sea
una integral indefinida, sino que también es suficiente.

En 1905, Giuseppe Vitali publicé una demostracién de la afirmacién de Lebesgue en un
articulo titulado Sulle funzioni integrali, extendiendo el resultado al caso multidimensio-
nal. Fue Vitali quien dio el nombre de continuidad absoluta a la propiedad enunciada por
Lebesgue. Més tarde, en 1907, Lebesgue publicé su propia demostracién en un articulo titu-
lado Sur la recherche des fonctions primitives par l'intégration.

En resumen, los resultados de Lebesgue y Vitali, para el caso unidimensional, son los si-
guientes:

1. Una funcién es una integral indefinida si y sélo si es absolutamente continua.

2. Toda integral indefinida es de variacién acotada.

3. 51 F : [a,b] — R es una integral indefinida de la funcién f, entonces existe un
conjunto A de medida cero tal que F' (z) existe para cualquier z ¢ Ay F' (2) =
f(z).

4. No toda funcién de variacién acotada continua es una integral indefinida. Existen
funciones de variacién acotadas continuas, no constantes, cuya derivada es cero ex-
cepto a lo mds en un conjunto de medida de Lebesgue cero, asi que tales funciones
no son integrales indefinidas.

En 1910 Lebesgue publicé un articulo, titulado L’intégration des fonctions discontinues,
donde profundizé el estudio de las integrales indefinidas. En ese articulo analizé las inte-
grales definidas para el caso multidimensional, planteando un nuevo enfoque (al parecer,
influenciado por un trabajo de Vitali, de 1907-1908, sobre el mismo tema), el cual seria re-
tomado por Johann Radon, en el ano 1913, en un articulo que sent6 las bases para desarrollar
una teorfa general de la medida.
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En ese mismo articulo de 1910, Lebesgue demostré el ahora conocido como el teorema de la
convergencia dominada, el cual afirma que si (f,),cy €s una sucesién de funciones medibles
tales lim,_, f, existe excepto a lo mds en un conjunto de medida cero, y |f,,| < g, donde
g es una funcién medible cuya integral es finita, entonces:

Jlimy, oo fr (y) dy = limy oo [ fn (y) dy

El cambio de enfoque de Lebesgue para tratar el tema de las integrales definidas consistio
en considerarlas como funciones definidas sobre los conjuntos medibles. Especificamente,
consideré una integral indefinida como una funciéon I’ que asigna a cada conjunto medible
F la integral [ »f (P)dP, donde f es una funcién medible e integrable y P representa un
elemento de R"™. Demostré entonces que una funcién asi definida tiene las siguientes dos
propiedades:

1. Si (E,),cy € una sucesién de conjuntos medibles tales que lim, .. m (E,) = 0,
donde m es la medida de Lebesgue en R”, entonces lim,, ., F' (E,) = 0.
2. Si (Ep), ey ©s una sucesion de conjuntos medibles, ajenos por parejas, entonces:

F (UZO:1 En) = fo:l F (En)

En el articulo de Lebesgue, una funcién que satisface la propiedad 2 es llamada aditiva.

En 1913, Johann Radon dio un nuevo paso importante alrededor de este problema al plantear-
lo de una manera més general. Radon retomo el concepto de funcién aditiva definida sobre
una familia de subconjuntos de R", el cual habia sido definido por Lebesgue en su articulo de
1910, pero el problema de las integrales definidas lo plante6 como un problema de la relacién
entre dos funcionales aditivas de acuerdo con la siguiente definicién:

Sean b y f dos funcionales aditivas definidas las familias de subconjuntos de R", T, y T%,
respectivamente. Se dice que f es de base b si b es no negativa y si, para cualquier conjunto

E € T, N1y, la relacién b (E) = 0 implica que f (£) = 0.

Bajo una condicién adicional mostré que si f es de base b, entonces Ty C T} y demostro el
siguiente resultado:

Si la funcional aditiva f es de base b, entonces existe una funcién ¥, integrable con respecto

a b, tal que f (E) = [, Udb para cualquier conjunto E € T}.

Otton Nikodym, en su articulo de 1930, retomé el trabajo de Radon y obtuvo un resultado
general, ahora conocido como el teorema de Radon-Nikodym.
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Nikodym hacfa referencia en su articulo a la formulacién general que hizo Fréchet de la
teorfa de la medida de Lebesgue, pero modificé un poco la terminologia. Consideraba una
familia no vacia ‘H de subconjuntos de un conjunto H, la cual es cerrada bajo uniones
numerables y complementos (en particular H pertenece a la familia); es decir, lo que aho-
ra se denomina o-dlgebra de subconjuntos de H. Una medida p la definié entonces como
una funcién (con valores reales), no negativa, definida sobre H, la cual es “perfectamente
aditiva”, es decir, si E7, Fs, ... son elementos de la familia, ajenos por parejas, entonces
p (U2 En) =" n(En); es decir, p es o-aditiva, en la terminologia moderna. En otras
palabras, Nikodym trabajaba con medidas tal y como las define actualmente (1 () = 0 se
sigue de la o-aditividad).

Dada una medida p sobre H, definié la u-distancia entre dos elementos F y F' de ‘H de la
siguiente manera:

B, Fll, = p(E - F)+p(F - E)

Si v es una funcién con valores reales definida sobre H, llamaba a v p-continua si para
cualquier sucesién (E,), . de elementos de ‘H tales que:

iy || B, B, = 0

donde E € H, se tiene lim,, o v (E,) = v (E).

Después de que desarrollé la teoria de integracion con respecto a una medida p, demostré el
resultado central de su articulo:

Si v es perfectamente aditiva, entonces las 4 condiciones siguientes son equivalentes:

1. v es p-continua.

2. Para cualquier conjunto E € H, si v (F) # 0 entonces p (E) > 0.

3. Si (Ey),,cy €s una sucesién de elementos de H tales que lim,, o ¢ (E,,) = 0, entonces
lim, . v (E,) = 0.

4. Existe una funcién p-integrable f : H — R tal que v (E) = [, fdu, para cualquier
conjunto £ € H.

Con este trabajo de Nikodym quedé formulada la teorfa de la medida como se le conoce
actualmente y quedaron establecidos los resultados bésicos de la teorfa de integraciéon con
respecto a una medida.
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Medidas con signo

Definicién 1. Se dice que una funcion p @ S — R U {—o00,00} es o-aditiva si 1 toma a

lo mds uno de los valores +00 y —o0, vy, dada cualquier familia numerable, Ay, As, ..., de
elementos de S tal que A; N A; =0 para i # j, entonces p (U Ak) = > o 1(Ay), donde
k=1

la serie Y o | u(Ay) converge absolutamente cuando p (U Ak) € R.
k=1

Definicién 2. Se dice que v : S — R U {—00,00} es una medida con signo si se cumplen
las siguientes condiciones

1. v(0) =0.

2. v es o-aditiva.

Definiciéon 3. Sea v una medida con signo y A € . Se dice que A es un conjunto positivo
(resp. negativo) con respecto a v si v(E) > 0 (resp. v(E) < 0) para cualquier conjunto

medible E C A.

Proposicién 1. La unidon de una coleccion finita o infinita numerable de conjuntos positivos
es un conjunto positivo.

Demostraciéon

Sea {A,,} una coleccién finita o infinita numerable de conjuntos positivos, A =, 4,, F un
conjunto medible contenidoen Ay E;, = ENA,NA{N---NAS_,. Entonces los conjuntos
E], son ajenos por parejas, £ =J, E] y, como E| C A,, v(E}) > 0; asi que v(E) > 0.

Teorema 1. Sea v una medida con signo y E un conjunto medible tal que 0 < v(E) < oo.
Entonces existe un conjunto positivo A C E tal que 0 < v(A) < oo y C = E — A es un
conjunto negativo.

Demostracion

La idea consiste en irle quitando al conjunto £ conjuntos medibles de medida negativa hasta
legar a un conjunto con la propiedad deseada.

Obsérvese que si B es un subconjunto de E de medida menor o igual a 0, entonces, como
E =BU(E - B), se tiene 0 < v(E — B) < 0.

Por otra parte, E' no contiene subconjuntos de medida —oo pues si B fuera un subconjunto
medible de £ de medida —oo, se tendria £ = BU (E — B), con v(E — B) < oo, asi que
v(E) = —o0.



11

FE tampoco contiene subconjuntos de medida co pues si B fuera un subconjunto medible de
E de medida oo, se tendria £ = BU (E — B), con v(E — B) > —o0, asi que V(FE) = oco.

Ahora obsérvese que dada ¢ > 0, existe un conjunto medible B C E tal que v(B) < 0y
E — B no contiene ningin subconjunto de medida menor que —¢. En efecto, si no existe
un conjunto medible By C F tal que v(B;) < —¢, tomemos B = (); en otro caso, si no
existe un conjunto medible By C E — B tal que v(B;) < —e, tomemos B = Bj; en otro
caso, si no existe un conjunto medible B3 C E — By U By tal que v(B;) < —¢, tomemos
B = B; U B,. Continuando con este procedimiento, se llega, en un niimero finito de pasos, a
la obtencién de un conjunto B con la propiedad deseada, pues si el procedimiento continuara
indefinidamente obtendriamos una coleccién infinita de conjuntos medibles contenidos en F,
ajenos por parejas, cuya union serfa un subconjunto medible de F de medida —oo.

Tomemos entonces un conjunto medible By C E tal que v(B;) < 0y E — B; no contiene
ningin subconjunto de medida menor que —1. Inductivamente podemos obtener una colec-
cién infinita Bi, Bs, ... de conjuntos medibles contenidos en E, ajenos por parejas y tales
que E — Uj;_, By no contiene ningin subconjunto de medida menor que —%. Definiendo
B = U | By, se tiene que v(B) <0y A= E — B no contiene ningin subconjunto medible
de medida negativa, es decir, es un conjunto positivo tal que 0 < v(A4) < oo.

Hemos demostrado hasta aqui que existe un conjunto positivo A C F tal que 0 < v(A) < oo.
Sea A; un conjunto positivo cualquiera tal que A; C E'y 0 < v(A;) < c0.

Demostremos ahora que dada e > 0, existe un conjunto positivo A C F tal que 0 < v(A) < oo
y E — A no contiene ningiin conjunto positivo de medida mayor que . En efecto, si no existe
un conjunto positivo Ay C E — A; tal que v(Az) > 1, tomemos A = A;; en otro caso, si no
existe un conjunto positivo A3 C F — A; U A; tal que v(As) > 1, tomemos A = A; U Ay; en
otro caso, si no existe un conjunto positivo Ay C F— A;UAyUA;3 tal que v(Az) > 1, tomemos
A = A;UA3UA;3. Continuando con este procedimiento, se llega, en un nimero finito de pasos,
a la obtencion de un conjunto A con la propiedad deseada, pues si el procedimiento continuara
indefinidamente obtendriamos una coleccién infinita de conjuntos medibles contenidos en F,
ajenos por parejas, cuya unién seria un subconjunto medible de F de medida oo.

Tomemos entonces un conjunto positivo A; C E tal que 0 < v(4;) < ooy E — A; no
contiene ningin conjunto positivo de medida mayor que 1. Inductivamente podemos obtener
una coleccion infinita A, As, ... de conjuntos medibles contenidos en E, ajenos por parejas y
tales que £ — U}_, By, no contiene ningtin subconjunto de medida menor que —%. Definiendo
B = U2 | By, se tiene que v(B) <0y A= E — B no contiene ningiin subconjunto medible
de medida negativa, es decir, es un conjunto positivo tal que 0 < v(A) < co.

Si F es un conjunto positivo, definimos A = E y termina la demostracién. En otro caso,
existe un conjunto medible B C E tal que v(B) < 0. Sea n; el més pequefio entero positivo
para el cual existe un conjunto medible B C E tal que v(B) < —n—ll, By un conjunto medible
con esa propiedad y Fy = E — B;. Entonces se tiene 0 < v(FE;) < oo.
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Si F; es un conjunto positivo, definimos A = F; y termina la demostracién. En otro caso,
existe un conjunto medible B C FE; tal que v(B) < 0. Sea ns el més pequeno entero positivo
para el cual existe un conjunto medible B C FE; tal que v(B) < —n—12, B> un conjunto medible
con esa propiedad y Ey = E; — Bs. Entonces se tiene 0 < v(Es) < oo.

Continuando con este proceso, o bien se llega al resultado deseado en un niimero finito de

pasos, o bien se obtiene una sucesion de enteros positivos (1) y sucesion (By) de subconjuntos

medibles de F tales que, para cualquier k € N, v(B},) < —nik yv(B) > —ﬁ para cualquier

subconjunto medible B C E — U§:1 B;. En este ultimo caso, sea A = E —|J;Z, B;. Entonces
se tiene 0 < v(A) < oco.

Obsérvese ahora que necesariamente se tiene n; < ng, 1. Ademads, cada término ny se repite,
a lo méds, un nimero finito de veces pues de otra manera la unién de los correspondientes
conjuntos By serfa un conjunto medible de E de medida —oco. Por lo tanto, limy_,, ni = oo.

Finalmente, como A C F — Ule B; para cualquier £ € N, entonces, dado cualquier subcon-
junto medible B C A se tiene v(B) > —ﬁ para cualquier £ € N. Por lo tanto, tomando
limite cuando k — oo, se tiene v(B) > 0, asi que A es un conjunto positivo.

Teorema 2 (Teorema de descomposicién de Hahn). Sea v una medida con signo.
Entonces existe un conjunto positivo A y un conjunto negativo B tales que AN B = () y

F=AUB.
Demostracién
La idea consiste en lo siguiente:

Si v no toma el valor +o00, se trata de encontrar un conjunto positivo de medida maxima.
El complemento de ese conjunto es entonces, necesariamente, un conjunto negativo.

Si v no toma el valor —oo, se trata de encontrar un conjunto negativo de medida minima.
El complemento de ese conjunto es entonces, necesariamente, un conjunto positivo.

Supongamos que v no toma el valor +oo.
Sea A = sup {v(A) : A es un conjunto positivo con respecto a v}.
Como el conjunto vacio es positivo, se tiene \ > 0.

Sea { A, } una sucesién de conjuntos positivos tales que A = lim,, .o, ¥(4,) y sean A =, A,
y B = A°.

A es un conjunto positivo por ser la unién numerable de conjuntos positivos.
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Por ser A un conjunto positivo, se tiene A > v(A). Por otra parte, A— A,, C A para cualquier
n, asi que v(A — A,) > 0. Asi que, v(A) = v(4,) + V(A — A,) > v(A,) para cualquier n.
Por lo tanto, tomando limite cuando n — oo, se tiene v(A) > A. Se concluye entonces que
A =rv(A), asi que \ < oo.

Para probar que B es un conjunto negativo, supongamos que existe un conjunto medible
E C B tal que v(FE) > 0, entonces, por la proposicién 1, existe un conjunto positivo D C E
tal que v(D) > 0. Por lo tanto, AU D es un conjunto positivo y como A y D son ajenos, se
tiene A > v(AU D) =v(A) +v(D) =X+ v(D) > A, lo cual es una contradiccién.

Definicién 4. Sea v una medida con signo. Entonces una pareja de conjuntos medibles
(A, B) tales que A es positivo, B es negativo, ANB =0 yF = AU B, es llamada una
descomposicion de Hahn para v.

Teorema 3. Sea v : (F,
(

¥) — RU {—o00,00} una medida con signo, entonces existen dos
medidas v+ y v~ sobre (F,

,S) con las siguientes propiedades:

1. Por lo menos una de las dos medidas, v y v, es finita.

2. v=vt —v~

3. Existen dos conjuntos A, B € S tales que ANB=0,F=AUB yv~ (A) =v" (B) =
0.

Ademds, las medidas v™ y v~ , con estas propiedades, son iinicas.
Demostracién
Sea (A, B) una descomposicién de Hahn para v.
Para cada E € & definamos:
vt (E)=v(ENA)
v_(E)=-v(ENB)
v y v~ son entonces medidas sobre (F, <) tales que:
v (A)=vT(B)=0yv(E)=v"(E)—v (F) para cualquier F € 3.

Como v toma a lo méds uno de los valores 400 y —oo, por lo menos una de las dos medidas,
vty v, es finita.
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+

Para la unicidad, supongamos que (Vl ,Vl_) y (l/;_ Uy ) son dos parejas de medidas sobre

(F, ) que satisfacen las propiedades 1, 2 y 3, y sean Ay, By, Ay, By € S tales que:
ANB =0,F=AUByyv; (A)=v{(B)=0
AN By =0,F = AyUBy y vy (Ay) =13 (By) =0
Se tiene entonces:
v(A1NBy) =vf (AN By) —vy (AiNBy) =v{ (A NBy) >0
v(A1NBy) =vy (A1NBy) —vy (AiNBy) = —vy (A1NBy) <0

V(AQ N Bl) = Vir (AQ N Bl) - Vl_ (AQ N Bg) = —Vl_ (A2 N Bg) S 0
I/(AQﬂBl) :V;(AgﬂBl)—I/;(AgmBl) :V;(AgmBl> ZO
Asi que, v (A; N By) =v(AyN By) = 0.

Por lo tanto:

Entonces:

SiC eSSy C C Ay, se tiene:
v(CNAy)=v] (CNAy) =vi(CNAy)+vi(CNBy)=v](C)
v(CNAy)=vy (CNA) =vg (CNAy)+ry (CNBy)=vy (C)
Por lo tanto:

Asf que v{ y v son iguales sobre A;.



Ademis:
V;'_ (Bl) = I/;_ (Bl N Ag) + I/; (Bl N Bg) =0
Asi que, v{ y v3 son iguales sobre Bj.

Por lo tanto, v y v4 son iguales sobre IF, es decir, v = v3.

SiDeXy D C By, se tiene:

v(DNBy)=—vy (DN DBy)=—vy (DN By)—vy (DN Ay) =—vy (D)

v(DNBy)=—vy (DN By)=—vy (DN By) —vy (DN Ay) =—v; (D)
Por lo tanto:

vy (D) = v, (D)
Asi que v] y v, son iguales sobre B;.
Ademis:
vy (A1) =vy (A1NAy)+v, (AiNBy) =0

Asf que, v] y v5 son iguales sobre A;.

Por lo tanto, v y v5 son iguales sobre F, es decir, v] = v, .

Corolario 1. Sea v : (F, ) — R U {—00,00} una medida con signo, Entonces:

i) Para cualquier sucesion creciente (A,), .y de elementos de 3, se tiene:
oo /
p (U An) =l v(A,)

i1) Para cualquier sucesién decreciente (A, ), . de elementos de S, tales que v(A;) < oo, se

tiene:

neN

v(o—, Ay) =lim, o v(A,)

Demostracién
Sean vt y v~ dos medidas sobre (R, B (R)) tales que:

1. Por lo menos una de las dos medidas, v y v, es finita.

2.v=vt —v~



16
3. Existen dos conjuntos A, B € S tales que ANB=0,F=AUByv (A) =v"(B)=0.

i) Se tiene:

vt (Ul 4n) = lim, o 1 (A,)
v- (Upl An) =1lim,, oo v (4,)

Como por lo menos una de las dos medidas, v y v~ es finita, se tiene que v+ (| J;~; 4,) y
v~ (U;2; A,) no pueden ser ambas co. Asi que:

v (Unzy An) = v (Ul An) — v (U An) = limnee (v (An) — v (A)) = limy, oo v(4,)

ii) Como por lo menos una de las dos medidas, vt y v, es finita, se tiene v7(A;) < 0o y
v~ (A1) < oo. Asf que:

vt (Nl An) =1lim, oo v (A,) < 0
v (o2, An) =1lim, oo v (A4,) < 0
Por lo tanto:

v (Mazy An) = v (Mazy An) = v (Mg An) = limn oo (77 (An) = 27 (An)) = limy o0 v(An)

Los siguientes resultados se demuestran de forma idéntica a la realizada en el caso de las
medidas.

Proposicion 2. Sea F un conjunto, A un dlgebra de subconjuntos de F y vy y vs dos medidas
con signo definidas sobre o(A), tales que v1(A) = vs(A) para cualquier A € A . Supongamos
ademds que existe una sucesion creciente (F,), oy de elementos de o(A) tal que \J, | F, =
F vy, para cualquier n € N, v1(F,) = vo(F,) < 00 y vr1(ANF,) = va(ANF,) para cualquier
A € A. Entonces v1(A) = va(A) para cualquier A € o(A).

Proposicion 3. Sea F un conjunto, P un m-sistema de subconjuntos de F y vy y vy dos
medidas con signo definidas sobre o(P), tales que v1(A) = va(A) para cualquier A € P.
Supongamos ademds que existe una sucesion creciente (F,), .y de elementos de o(P) tal
que |~ F,, = F y, para cualquier n € N, v1(F),) = vo(F,) < oo yvi(ANFE,) =v(ANE,)
para cualquier A € P. Entonces v1(A) = vo(A) para cualquier A € o(P).
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Teorema de Radon-Nikodym

Dadas dos medidas p y v, ambas definidas sobre &, jbajo que condiciones existe una funcién
medible no negativa f tal que v(E) = |, » fdu para cualquier £ € 37 En esta seccién se dard
respuesta a esta pregunta.

Dada una funcién medible f : F — R, la familia de conjuntos medibles B, = f < a,
con o € R, es creciente en el sentido de que si a < 3 entonces B, C Bg. Cabe entonces
preguntarse si, dada una familia creciente de conjuntos medibles { B, } g, existe una funcién

medible f : F — R tal que B, = [f < o] para cualquier o € R.

Para definir tal funcién, dado un punto = € F, se debe de tener f(z) < a para cualquier «
tal que x € B, asf que:

flz) <inf{aeR:z€ B,}

Ademsds, si f(z) < inf {o € R: 2 € B,}, entonces podria existir 5 tal que © ¢ Bg y f(x) <
f < inf{a € R:z € B,}. En este caso se tendria f(z) < [3, pero x ¢ Bpg, asi que By #

If < Bl

La definicién natural de f es entonces f(x) = inf{a € R: z € B,}, aunque con esta defini-
cién f podria no ser medible. El siguiente lema precisa el resultado que se tiene en este
sentido.

Lema 1. Sea D un conjunto numerable de niimeros reales y {Bs},cp una familia de con-
Juntos medibles tales que si o < 3 entonces B, C Bg. Entonces existe una funcion medible
f:F =R tal que [f < o] C B, C [f < a] para cualquier o € D.

Demostraciéon

Para cada z € F, sea f(z) = inf {a € D : z € B,}. Inmediatamente se tiene la contencién
B, C [f < o] para cualquier o € D.

Ahora bien, si a es cualquier nimero real y f(x) < «, entonces existe § < « tal que
B €Dy € Bg, ast que [f <a] CUgseppaay Bs- Por otra parte, si z € By para alguna

€ D con ff < a, entonces f(x) < 8 < a, asf que , C [f < a]. Por lo tanto,
BeD I6] t <A { (sepp<a} Ds Por lo tant
f<a=U (eD:f<a} B, o cual muestra que f es medible y que [f < a] C B, para cualquier
aeD.

Definicién 5. Sean p y v dos medidas. Se dice que v es absolutamente continua con respecto
a p, lo cual serd denotado por v < p, si v(E) = 0 para cualquier conjunto medible E tal que

w(E) =0.
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Si p es una medida y f una funcién medible no negativa, entonces v : & — R definida por
v(E) = [, fdp es una medida absolutamente continua con respecto a .

Teorema 4 (Radon-Nikodym). Sean u y v dos medidas. Supongamos que p es finita y
que v es absolutamente continua con respecto a |, entonces existe una funcion medible no
negativa f tal que v(E) = [ r fdu para cualquier conjunto medible E.

Demostraciéon

Para cada nimero racional definamos la medida con signo v, = v — au y sea (A,, B,) una
descomposicién de Hahn para v,. Para o = 0 tomemos Ay = X y By = ().

Sea o < f3 entonces, como B, — Bs = B, N Ag, se tiene B, — Bg C Az y B, — Bg C B,.
Por lo tanto, vg(B, — Bg) > 0y vo(Bs — Bg) <0, es decir, v(B, — Bg) — Bu(Bs — Bg) >0
y v(Bo — Bg) — au(Bs — Bg) < 0, asi que Su(B, — Bg) < v(B, — Bg) < au(B, — Bg), de
lo cual se sigue (B, — Bg) = 0.

Sea F' = (Ui, seqa<py(Ba — Bg). Entonces pu(F) = 0y B, — F' C Bg — F para cualquier
pareja de racionales o y [ tales que o < 3.

Definamos B!, = B, — F'y A/, = (B),)° para cualquier nimero racional «. Entonces A, y
B, difieren de A!, y B/, respectivamente, por un conjunto de medida p igual a cero, el cual
también tiene medida v igual a cero ya que v es absolutamente continua con respecto a .
Esto implica que, para cada « racional, la pareja (Al y B!) es también una descomposicién
de Hahn para v,. Obsérvese, ademds, que se sigue teniendo Ay = X y B} = 0.

Para simplificar la notacion, se puede asumir que esta nueva descomposicion de Hahn es la
)
que se toma inicialmente. De esta forma, la familia { B, },.q es creciente.

Por el lema 1 existe una funcién medible f : F — R tal que, para cualquier niimero racional
a, [f <a] C B, C[f <al

Como By =0, [f < 0] =0, asf que f es no negativa.

Sean a, 5 € Q con a < 3, entonces a < f < 3 sobre Bg — B, = BgN Ay, asi que, si £ € &
y Eop = EN (Bs — B,), entonces:

(1) i Eag) < /E Fp < Bu(Eas)

Por otra parte, como E,3 C Bz N A,, se tiene v,(Eag) > 0y vg(Esp) < 0, es decir,
V(Eoz/ﬂ’) - aM(Eaﬁ) >0 y V(Eaﬁ) - BM(Ea,B) <0. Ast que:

(2) ap(Eap) < v(Eap) < Bu(Eap)
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Combinando las desigualdades 1 y 2, se obtiene:

3) (Ens) = (9 = )p(Eus) < [ fi < v(Eas) + (5 - )u(Eus)
Eop
En particular, si, para cada N € N, consideramos los conjuntos By, B%, B%, ...y, para cada

ke€{0,1,2,...}, definimos Ex, = EN <B% — B%), aplicando 3 para cada k, se tiene:

(4) W) — ~on(BY) < RUEE (B,

De manera que, como los conjuntos £} son ajenos por parejas, sumando sobre k£ cada término
de la desigualdad 4, se obtiene:

(5) V(kL:JO Ey) — %M(]E;JO Ey) < /U fdp < V(kL:JO Ey) + %M(kL:JO Ey)

Sea ahora Fy, = E — |, By.

oo
k=0 Bk

Como [f < o0] C Ui By, se tiene f = oo sobre E.,. Por otra parte, para cualquier k €
{0,1,2,...}, se tiene F., C A%, asf que V(Es) — #11(Es) > 0, es decir, v(Ex) > % 1(Ex).
Por lo tanto, si u(FEw) > 0, entonces v(Ey) = 0o. Por otra parte, si (Fw) = 0, entonces

v(Ey) = 0 ya que v es absolutamente continua con respecto a p. Por lo tanto, en cualquier
caso se tiene:

(6) V(Ex) = [ fdp

Eeo

Finalmente, como E = Ey U [Jp—y Ex] ¥ los conjuntos Ey vy Jr—y Ex son ajenos, se tiene
V(E) = v(EBux) + v(Uplo Br) v [pfdp = [ fdp + fUZ';oEk fdp. Ademss, p(Upy Ex) <
w(E). Asi que, combinando 5 y 6, se obtiene:

1

W(E) ~ n(E) < [E fip < v(B) + (E)

Siendo p finita y N € N arbitraria, se concluye v(E) = [, fdpu.
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Corolario 2. Sean p y v dos medidas. Supongamos que v es o-finita y que v es absolutamente
continua con respecto a i, entonces existe una funcion medible no negativa f tal que v(E) =
Il g Jdu para cualquier conjunto medible E.

Demostracion

Sea {E}} oy una coleccién infinita numerable de conjuntos, ajenos por parejas, £, € < tales
[o.0] .
que F =2, Ex y i (Ex) < 0o para cualquier k.

Para cada k € N, sean 1, : S+— R y v, : & — R definidas por:
py, (E) = p (BN Ey)
ve (E) =v (ENEy)
Wy, v Vi son medidas y p, es finita.
Ademss, si £ € Sy p,(E) =0, entonces p (E N Ey), asi que vg (E) = v (EN E) = 0.

Por lo tanto, vj es absolutamente continua con respecto a p,. Asi que existe una funcién
medible no negativa f, tal que v4x(E) = [ » Jedpy, para cualquier conjunto medible F.

Como p,(E5) = 0, podemos redefinir f; de tal forma que sea nula sobre Ff, asi que vi(E) =

Sea f =) 77, fx, entonces f es una funcién medible no negativa y, para cualquier conjunto
medible F, se tiene:

v(E) =02 v(ENE) =307 vi(E)
=2 i fEfkd“ = fE > ey frdp = fEfd/‘



